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1. Algebre e Strutture Dati Induttive

Questa tipologia di Algebre ci servira a dare un significato alla struttura dei programmi,
ovvero la semantica, sono inoltre la base matematica di strutture dati come alberi, liste ecc...,
ci serviranno anche per fare induzione su altre strutture e non solo su sistemi numerici, questa

¢ chiamata induzione strutturale.

Ci serviranno delle strutture universali, proviamo ad esempio a descrivere i numeri naturali

N attraverso delle regole, gli Assiomi di Peano.

Assiomi di Peano

- 0eN

n € N = succ(n) € N

« n t.c. 0=succ(n)

« Vn,m se succ(n) =succ(m) =>n=m

« VSCNOeSAneS=succ(n)es)=5=N

Grazie a queste regole possiamo «staccarci» dagli elementi dei numeri naturali, abbiamo

descritto la loro struttura.

L’ultimo degli assiomi viene anche chiamato assioma di Induzione, infatti € molto simile al
principio di induzione.
Principio di Induzione

Data una proprieta P che vale per un n = 0, la assumiamo vera per un n € N e dimo-
striamo che ¢ vera anche per n + 1, se riusciamo abbiamo dimostrato che P vale Vn € N.

In simboli:

P(0)A(P(n) = P(n+1)) = VYm € NP(m)



2. Algebre

Proprieta ed Insiemi
Dire che un elemento appartiene ad un insieme o che soddisfa una proprieta possiamo
vederla come la stessa cosa.
Quando definiamo un’algebra dobbiamo definire 'insieme dei suoi elementi le operazioni che
ne fanno parte, ad esempio: (A, T") e le sue operazioni possono essere:

F - {F17F27F37 ...}

Questo serve perché sullo stesso insieme possiamo definire piu algebre.

Esempio

Prendiamo come insieme di elementi delle liste di numeri naturali e due operazioni:

« append: Prende in input due liste e restituisce la lista che concatena le due prese in
input.

+ cons: Prende in input un numero da N ed una lista e inserisce il numero all’inizio della
lista.

Graficamente abbiamo che:

append

A

« append(< 3,4,7 >,< 2,5 >)=<3,4,7,2,5 >
« cons(5,< 3,4,7>) =<5,3,4,7>
Notiamo che come risultato abbiamo sempre un elemento dell’algebra.

Come input possiamo avere anche elementi estranei, se questo accade allora I’algebra prende
il nome di Algebra Eterogenea.

2.1. Chiusura rispetto ad una funzione
Data un’algebra A prendiamo S C A e una funziona f : A — S
+ S ¢ chiusa rispetto a f quando

reS= f(x)eS



Quindi se prendo come input un elemento da S devo tornare in S, questo deve funzionare
anche se prendo come input piu elementi.

+ Se abbiamo ad esempio un insieme B € Ae S C A allora:
Vye B
reS= f(z,y €85

+ Ultimo caso da tenere in mente ¢ quando come input non abbiamo elementi di .S, in questo
caso la funzione S & comunque chiusa rispetto ad f dato che stiamo negando la prima
parte dell’implicazione.

Adesso, con questo concetto in mente possiamo parlare di Algebre Induttive.

2.2. Algebre Induttive

Definizione

Un Algebra (A, T') si dice induttiva quando:

+ Tutte le I}, sono iniettive

+ Tutte le I, hanno immagini disgiunte

+ VS C Ase S e chiuso rispetto a tutte le I; allora S = A

Proviamo a costruire un’algebra induttiva con i numeri naturali usando queste 3 regole e gli
assiomi di Peano.

I primi due assiomi di Peano:
+0eN
+ ne€N=succ(n) eN

Ci danno la segnatura dell’algebra:
N, {0, succ, zero}

—_———
r

La funzione nullaria zero ci serve per rappresentare 1’elemento 0.

Funzione Nullaria

Prendiamo come esempio la coppia (7,3) questa sara elemento di N? mentre (7,3, 5)
sara elemento di N3 ma allora () sara elemento di N° e sara anche I'unico. Indichiamo
con 1 questo insieme.

N°={()} =1
Quindi una funzione nullaria su un insieme A avra una segnatura del tipo 1 — A.

Una funzione nullaria su un insieme A puo essere vista come un elemento di A.

Vediamo se rispettiamo le proprieta delle algebre induttive:
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+ Entrambe le funzioni sono induttive, zero ¢ nullaria mentre succ rispetta I'induzione:
» Vale per 0

» Se vale per n vale anche per n + 1

+ Le due funzioni hanno immagini disgiunte, una ha solo 0 come immagine mentre ’altra ha

N — {0}.

+ Prendiamoun S C N e supponiamo che sia chiuso su entrambe le funzione succ, zero questo
implica che:
» 0 € S per zero
»ne€ S =n+1¢€ S persucc

Quindi se S ¢ chiuso su entrambe allora abbiamo preso N e l'algebra e induttiva perché
rispettiamo le 3 proprieta.

5 Assiomi - Algebra Induttiva

I 5 Assiomi di Peano sono quindi un caso particolare di Algebra Induttiva con le opera-
zioni zero e succ.

Quando un’algebra ¢ induttiva le sue operazioni I; si chiamano costruttori dell’algebra.

2.2.1. Liste finite come algebre induttive

Dato un insieme A, indichiamo con A — list 'insieme delle liste finite di elementi di A. La

tupla (A-list, empty, cons) é un algebra induttiva dove:

+ empty: 1 — A-list é la funzione costante che restituisce la lista vuota <>.

« cons: (A-list x A) — A-list. Ad esempio: cons(3,< 5,7 >) =< 3,5,7 >. E quindi la fun-
zione che costruisce una lista aggiungendo un elemento in testa.

Questa ¢ un’algebra induttiva, infatti:

« I costruttori hanno immagini disgiunte

+ I costruttori sono chiusi per A-list

« C’¢ un unico modo per costruire ogni lista

Liste Infinite
Le liste infinite non possono essere un’algebra induttiva, infatti contengono una sotto-

algebra induttiva, quella delle liste finite che abbiamo appena visto.

2.2.2. Booleani come Algebra non Induttiva
Consideriamo 'algebra (B, not) dove B = {0,1} enot: B— B: b — —b

+ not rispetta le prime due caratteristiche delle algebre induttive
« L’algebra pero non rispetta il terzo requisito, infatti se consideriamo () C B notiamo che not
¢ chiusa rispetto ad esso, questo perché se consideriamo un z € (J e 'implicazione x € () =

not(z) € ) questa risulta vera dato che la premessa é falsa.
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Abbiamo quindi trovato un S ovvero (J chiuso per le operazioni dell’algebra ma che ¢ diverso
da B. Quindi possiamo dire che (B, not) non é un’algebra induttiva.

2.2.3. Alberi Binari come Algebre Induttive

L’insieme degli alberi binari finiti (B-trees, leaf, branch) dove:

+ B-trees: {t|t ¢ una foglia, oppure t =< t;,t, > con t;,t, € B-trees}

+ leaf: 1 — B-trees. un elemento foglia

+ branch: B-trees x B-trees — B-trees : (t,,,t;,) — t. Costruisce un ramo in modo che

tor,tg, Siano i due sottoalberi di .

sxT)

E un algebra induttiva.

Teorema

Un albero binario con n foglie ha 2n — 1 nodi.

Dimostrazione
Possiamo dimostrarlo per induzione strutturale sui costruttori degli alberi:

Caso Base: Consideriamo I’albero formato da una sola foglia, costruito quindi con
leaf(). Questo avra n = 1 foglie e 2n — 1 = 1 nodi.

Ipotesi Induttiva: Ogni argomento dato in input ai costruttori rispetta la proprieta.

Dimostriamo quindi che branch, dati due argomenti che rispettano la proprieta,
rispetti la proprieta.

Passo Induttivo: Abbiamo ¢ = branch(¢,, t,). Siano:
* n = ny + Ny il numero di foglie di ¢

+ ny sono le foglie di ¢,

* Ny le foglie di 5.

Per ipotesi induttiva ¢; ha 2n; — 1 nodi e ¢, ne ha 2n, — 1, dunque ¢ ne avra
(2n; — 1)+ (2n, — 1) +1
(4+1 perché c'e se stesso)

Che corrisponde a

2(ny+ny)—1=2n—1 N

2.3. Omomorfismo

Prima vediamo cosa significa che due algebre hanno la stessa segnatura.

Due algebre hanno la stessa segnatura quando hanno le stesse operazioni, ad esemio pren-
diamo un’algebra su I'insieme D con le operazioni:

s fp=AxD—D

cg;=1—D
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s hp=AxBxD—D

Un’algebra sull’insieme C' con la stessa segnatura, avra le seguenti operazioni:
s fo=AxC—=C

s go=1—-C

s he=AxBx(C—C

Pit formalmente quindi, due algebre (A,T,) e (B,I'z) hanno la stessa segnatura se sosti-

tuendo A con B in tutte le v € I’y ottengo I's.
Esempio

1 <rue

not

L’algebra definita sopra sull’insieme B ha la stessa segnatura dei naturali, anche se non
¢ induttiva. Infatti abbiamo che true corrisponde a zero mentre not a succ

Un omomorfismo tra due algebre (A,7y) — (B, ) con la stessa segnatura I € una funzione
h : A — B tale che per ogni ¢ € I con a; = n e m parametri esterni si ha:

h(y;(ayy .y a,,kyy.y k) = 6;(h(ay), ..., h(a,,), h(ky), ..., h(k,,))

Ad esempio prendiamo il seguente omomorfismo f:
1

7ero true

hn > not

N

Se prendiamo un elemento da N e ci eseguiamo sopra h,, otteniamo un certo elemento. Questo
elemento possiamo mandarlo in B con f e poi applicarci not. Dobbiamo ottenere lo stesso

valore, formalmente:
f(hy(n)) = not(f(n))

In questo esempio deve anche essere vero:
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true = f(zero)

Isomorfismo

Un isomorfismo ¢ un omomorfismo biiettivo. Questo significa che abbiamo una corri-
spondenza 1:1 fra gli elementi delle due algebre. Possiamo usarle allo stesso modo per

fare calcoli ed operazioni, I'unica cosa che cambia e la rappresentazione.

Lemma

Data un’algebra induttiva A con una certa segnatura, se prendiamo un’altra algebra B
con la stessa segnatura (non obbligatoriamente induttiva) allora esiste un unico omomor-

fismo A — B.

Lemma di Lambek

Due algebre induttive A e B con la stessa segnatura sono isomorfe (esiste un isomor-

fismo fra di esse)

Dimostrazione

+ Supponiamo A, B induttive
o Alloradlh: A— Bedlk: B— A
+ Lemma: Componendo due omomorfismi ottengo un omomorfismo. Otteniamo

quindi koh : A — A:

id

k'h
A B

« Sappiamo che per le algebre esiste 'omomorfismo identita id.

+ Otteniamo i due omomorfismi koh e id che hanno segnatura A — A ma siccome
A ¢ induttiva ne esiste soltanto uno, questo significa che koh = id.

« Siccome koh € uguale all’identita significa che le due funzioni h, k sono invertibili
ed esiste quindi una biiezione tra A e B. Sono isomorfe.

« Stesso discorso puo essere fatto per hok

ALGEBRE
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3. Espressioni

Definiamo un linguaggio L come un insieme di stringhe. Per descrivere la sintassi di linguaggi
formali (la grammatica), usiamo la BNF (Backus-Naur Form), con questa sintassi:

<simbolo> ::= _ espressione__

Esempio
Consideriamo la grammatica:
M,N ==5|7|M + N|M « N

Le espressioni che rispettano questa grammatica sono del tipo:

o «5» 0 «7»

« Un’espressione del tipo M + N, M % N che rispetta a sua volta la grammatica.

Introduciamo una funzione eval : L — N che valuta le espressioni del linguaggio:
« eval(5) = 5

« eval(7) =

. eval(M + N) = eval(M) + eval(V)

« eval(M x N) = eval(M) * eval(N)

Notiamo che nell’esempio precedente 1’algebra (L, eval) non é induttiva, infatti una stringa
5 4 7 % b potrebbe essere stata generata in due modi diversi: (54 7) *5e 5 4 (7 * 5).

Possiamo per0 considerare 5, 7, 4, * come costruttori dell’algebra e in questo modo (5 + 7) *
5 %+ 5+ (7 % 5), si potrebbe quindi dimostrare come (L, 5, 7, +, %) € un’algebra induttiva.
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4. Linguaggio Exp
In questo semplice linguaggio indichiamo le espressioni con

M,L,N,..:==0|1]|...|z|y|z]|...| M+ N|letx=MinN

Quando usiamo let x = M in N stiamo assegnando un valore alla variabile z all’interno

dell’espressione N. Al di fuori di quell’espressione z avra altri significati.

Ad esempio:
eletx=3inx + xvale6
e let x = 2 in 10 vale 10

Funzione Free

La funzione free: Exp — P(Var), prende in input un’espressione e restituisce 'insieme
delle variabili libere, ovvero quelle che non hanno un valore assegnato e sono quindi
inutili al calcolo dell’espressione.

Esempi:

{

) =
« free(k) = {} con k una qualsiasi costante
=

(
(
. free(z) = {z}
(
(

o free(0

+ free(M + N) = free(M) U free(N)
+ free(let x = M in N) = free(M) U {free(N) - {x}}

4.1. Sintassi e Semantica Astratta

Assumiamo che siano un dati un insieme Var di variabili ed un insieme di costanti entrambi
numerabili:

« Utilizziamo z, y, ... per indicare le variabili

s ki, k,, ... per le costanti

« M, N peritermini del linguaggio
L’insieme di tutti questi termini é definito induttivamente dalla sintassi astratta:
k == 5|40...
M == k|z|M + Nllet x = M in N
L’operatore let ha segnatura:

let : Var x Exp x Exp — Exp

Questo operatore (termine) rappresenta un segmento di codice che definisce la variabile locale
x, la inizializza al valore dell’espressione M all’interno del corpo N che puo contenere o no
dei riferimenti ad x. Ad esempio:

let z=3+2inx+2x2=10

Nell’esempio precedente la variabile  compare due volte in NV, si dice che ci sono duie occor-

renze della variabile, per la « che invece compare subito dopo il let si parla di dichiarazione.
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Se pero prendiamo ad esempio I’espressione:
letx=3inz+letr=2inz+2
Quante occorrenze di x troviamo? Dipende.

L’espressione contiene due variabili con lo stesso nome e dobbiamo quindi capire quante
volte compare ciascuna di esse ad esempio specificando meglio la struttura dell’espressione

attraverso l'uso di parentesi:
let z =3 in (x4 ((let x =2 in z) + x))

In questo caso ci aspettiamo una valutazione di 8 e:
+ La x con valore 3 ha 2 occorrenze

e La z con valore 2 ha 1 occorrenza

Espressioni Alfa-Equivalenti

Due espressioni si dicono alfa-equivalebti se sono identiche a meno di ridenominazione
di variabili legate, ad esempio:

letx=1inx+1
e alfa equivalente a:

lety=1iny+1

4.2. Domini Semantici

La semantica di Exp viene rappresentata usando la nozione di ambiente, un ambiente ¢ una
funzione parziale (non necessariamente definita su tutto il dominio) che associa dei valori ad

un insieme finito di variabili:

fin
Env = Var — Val

Indichiamo gli ambienti come insiemi di coppie, per esempio ’ambiente F dove z vale 3 e y
vale 9 lo scriviamo come {(z,3), (y,9)}.

Il dominio di un ambiente e sempre un sottoinsieme finito di Var, in questo caso il dominio ¢
{z,y}
Concatenazione di Ambienti

Dati due ambienti E, F,, la loro concatenazione indicata da F,FE, il cui dominio &
dom(E;) U dom(FE,) é definita come:

E,(z) se x € dom(E,)
E, (z) altrimenti

(B,5)(0) = {

Ha quindi la precedenza il dominio piu a destra.
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4.3. Semantica Operazionale

La semantica operazionale di Exp ¢ una relazione:

2»C Env x Exp x Val

Un’asserzione di appartenenze (E, M, v) €~ viene chiamata giudizio operazionale e si

scrive £ = M -~ v. Viene letta «nell’ambiente E, M viene valutato come v».

(Indichiamo dei generici valori con la variabile v)

Regola di Inferenza
Date delle proposizioni P, ..., B,, C indichiamo la seguente proposizione:
PAN.ANPAN(PAN..NE)=C)

che puo essere scritta con la seguenta notazione alternativa detta regola di inferenza:

P .. P,
C
Dove P, ..., B, vengono dette premesse e C' viene detta conclusione.

I giudizi operazionali hanno delle regole:

1.
EFEkwk

2.

EFxz-wuv (se E(x)=v)

3.

E-FM-wv EFN-ww
EFM+N wu (seu=0v+w)
4.

EFM-wv E{(z,v)}FNwv
Etrletz =M in N -w v/

Attenzione!

Quali triple non appartengono a ++? Quelle che preso un qualsiasi ambiente non possono
restituire il valore fissato.

Per tripla intendiamo (M, E, k) €-», che leggiamo «L ‘espressione M nell’ambiente E vale
v». Ma se ad esempio prendiamo la tripla (5, [E], 7) con E un qualsiasi ambiente questa

non apparterra mai a -, infatti in qualsiasi ambiente 5 non potra mai valere 7.

Per valutare le espressioni possiamo usare I’albero di derivazione, proviamo a risolvere:
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letz=3in ([letz=(lety=2inz+y)in z+ 7]+ z)
Costruiamo I’albero di derivazione:
(z,3)(y,2) Fz w3 (2,3)(y,2) Fyw?2
(,3)(y,2) Fz+y w5
(,3)Flety=2inzx+y~5
(,3)Fletz=(lety=2inz+y)inz+7 12
PHletz=(lety=2inz+y)inz+7+z 15
Prletz=3in (letz=(lety=2inz+y)inz+7+z) w15

(z,3) F 2 2 2

(z,3)(x,5) F x4+ 7~ 12

(z,3) Fx w3
OF33

Quindi, seguendo le regole definite prima, si valuta per prima N e poi M.

Questo ¢ un approccio di tipo eager con scoping statico, questo significa che appena troviamo
un’espressione la valutiamo in modo da poterla utilizzare dopo, ma se questa espressione dopo
non ci servisse?

Proviamo ad usare un approccio lazy con scoping dinamico, questo significa che se abbiamo:
letx =MeN
prima calcoliamo N e se ci serve z allora calcoliamo M.

Con scoping intendiamo l'istante di valutazione delle variabili, statico viene effettuato subito
(a tempo di compilazione) mentre dinamico solo se serve (in esecuzione).

Usando un approccio lazy, le regole della somma e delle costanti rimangono uguali, ma quella
del let e delle variabili cambia:

1l let diventa:

E(x,M)F N wwv
Erletz=Min N wwv

Le variabili:

EF-M v

E =M
Frx-wo Se (a:)

Mettiamo i due approcci a confronto sulla stessa espressione, proviamo prima un approccio
eager:

(z,2)Fzw2 (z,2)F1w1 (2,2)(y,3)F7»7 (x,2)(y,3)(z,7)Fy~»3
(z,2)Fz+123 (,2)(y,3) Flet z=7iny ~» 3
D222 (z,2)Flety=z+1linletz=7iny ~» 3
PRletx=2inlety=xz+1inlet z=7iny w3

Con un approccio lazy:
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EET w7
EFzwT
(,2)(y,z+ 1)(z,7) Fz+1 w8
(,2)(y,z+ 1)(z, ) Fy w8
(,2)(g,z+1)]let z=Tiny w8
(r,2)Flety=z+1linlet =7 in y w» 8

EFEF1w1

PFletz=2inlety=xz+1inlet z =7 iny w8
Con E = (z,2)(y,x + 1)(z,7)

Notiamo che otteniamo un risultato diverso, diciamo che lo consideriamo «errato» rispetto
a quello che vogliamo. Per questo introduciamo il lazy con scoping statico, ci «portiamo
dietro» insieme alle variabili da valutare anche I’ambiente in cui dovevamo valutarle in questo
modo possiamo comunque calcolarle solo se necessario ma senza subire gli effetti dello scoping
dinamico.

Utilizziamo quindi la formula:

E(x,M,E)F N «v
EFrletz=Min N v v

Sviluppiamo I’albero:

D22
(,2,0) Fz 2
(z,2,0) Fx+1-»3
E(zT,E)Fy=3
(,2,0)(y,z +1,(x,2,0)) Flet =7 in y 2» 3
(,2,0)Flet y=z+1linlet z =7iny > 3
PFletz=2inlety=xz+1inlet z=7iny w3

(2,2,0) F1 w1

Notiamo che in questo modo otteniamo lo stesso risultato.

Scoping statico e dinamico

La differenza tra un approccio eager e lazy € che nell’approccio eager le variabili vengono
valutate subito mentre nel lazy soltanto se necessario.

Lo scoping dinamico o statico invece cambia il «con cosa» valutiamo le variabili, nello
scoping dinamico lo facciamo con I’ambiente che abbiamo in quel momento mentre con
quello statico con I'ambiente «originale» ovvero quello a cui fa riferimento quella parte
di espressione.

Se vogliamo utilizzare un approccio lazy con scoping statico allora le regole diventano:

« Insieme Env:
fin
Env = {f | f:Var — Exp xEnv}
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« Dato E € Env per le variabili si ha:

E'-M-~wv

" (se B(x) = (M, E))

+ Per espressione let:

E{(z,(M,E))} - N v
Erletz=Min N wwv

Utilizzando le regole si puo notare che nel linguaggio Exp non c’¢ differenza tra semantica
eager statica ed eager dinamica, si parla quindi direttamente di sematica eager. Nel linguag-
gio Exp si ha che:

Exp eager = Exp lazy statico # Exp lazy dinamico

Due semantiche sono equivalenti se producono sempre li stessi risultati per le stesse valuta-
zioni.
Per vedere una differenza fra scoping dinamico e statico anche in approcci eager, dobbiamo

complicare un po’ il linguaggio andando a rendere la semantica e la sintassi piu estese. Intro-

duciamo il linguaggio Fun.
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5. Linguaggio Fun

Questo linguaggio introduce anche delle funzioni, utilizzera quindi:

M, N ==5|z|M + Nl|let x = M in N|fn = M| MN

Definiamo ogni termine:

k € {0,1,...} é una costante

x € Var = {z,y, 2, ...} &€ una variabile

+ : Fun x Fun ¢ la somma fra due espressioni

let : Var x Fun x Fun — Fun assegna alla variabile x I'espressione M all’interno della
valutazione IV, all’interno di N abbiamo che x prende il nome di variabile locale.

fn : Var x Fun — Fun restituisce una funzione avente un parametro il quale influenza
I’espressione valutata dalla funzione.

Data I’espressione fn z = M definiamo la coppia (z, M) € Var x Fun come chiusura di
tale espressione.

- Fun x Fun — Fun la quale applica il termine sinistro al termine destro, € necessario che
il termine sinistro sia una funzione.

Val ={0,1,...} U{Var x Fun} & l'insieme dei valori in cui un’espressione pud essere
valutata, ossia costanti e chiusure.

Qualche esempio:

(fn £ = = + 1)7 viene valutata 8 dato che la funzione a sinistra viene applicata al termine
destro.

L’epsressione (fn z = = 3) 7 non ¢ valutabile dato che passiamo 7 come parametro x della
funzione ma poi non possiamo applicare 7 a 3.

L’espressione (fn x = z 3)(fn x = x + 1) viene valutata come 4, passiamo la funzione a
destra come parametro = della funzione a sinistra e poi applichiamo questa funzione a 3
ottenendo 4.

Osservazione

Nel caso in cui abbiamo un’espressione con doppio operatore di applicazione, quindi del
tipo M N L questa verra valutata come (M N)L.

Ad esempio, le seguenti espressioni sono equivalenti

(fhz=2z3)(fnzx=2+1)7

[(fnz=2z3)(fnx=z+1)|7

Dato che il linguaggio Fun é un’estensione di Exp, eredita le regole semantiche di Exp.

Vediamo le regole del linguaggio Fun eager dinamico:

L’insieme Env viene ridefinito come:

Env={f|f:Varﬁ>Va1}
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» Dato E € Env, per le funzioni si ha che:
Erfmnz=M v (z,M)
« Dato E € Env, per le applicazioni si ha che:

E-M~» (z,L) EFN-wv FE{(z,o)}FLwv
EFMN wov

Se utilizziamo un approccio eager con scoping statico:

« L’ambiente Env viene ridefinito:
fin
Env = {f | f:Var—)ValXEnv}

« Dato EF € Env, per le funzioni si ha:
Erfnz=M v (x,M,FE)
« Dato e € Env, per le applicazioni si ha:

E-M~ (z,L,E') EFN-wv E{(z,v)}FLwov
EFMN wv

Osservazione

Come detto nel linguaggio Exp, abbiamo usato il linguaggio Fun per vedere un compor-
tamento diverso con approccio eager ma scoping diverso, infatti:

Fun eager dinamico # Fun eager statico

Per dimostrarlo basta prendere un’espressione che resituisce un risultato diverso con i
due scoping, ad esempio:

let z=7in ((fny = let x =3 in yx)(fn z = z))

Vediamo invece le regole operazionali nel caso del linguaggio Fun lazy dinamico:

« L’insieme Env viene ridefinito:
fin
Env = {f \ f:Var—)Fun}
« Dato E € Env, per le funzioni si ha:

Erfmnz=Mw (x,M)

« Dato E € Env, per le applicazioni si ha che:

E-M~ (x,L) E{(z,N)}FL~wv
EFMN wv

Mentre le regole operazionali nel caso del linguaggio Fun lazy statico diventano:
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« L’insieme Env viene ridefinito:
fin
Env = {f | f:Var—>Fun><Env}

« Dato E € Env, per le funzioni si ha:
Etfnz=M v (z,(M,E))
« Dato E € Env, per le applicazioni si ha che:

E+- M~ (z,(L,E")) E{(z,(N,E)}FLwuv
EF MN v

Osservazione

Come per il linguaggio Exp abbiamo che:

Fun lazy dinamico # Fun lazy statico

Espressione w
Nel linguaggio Fun definiamo come espressione omega indicata con w I’espressione:

w:= (fn z = zz)(fn z = zx)

Questa espressione ¢ invalutabile per qualsiasi semantica.
Nel linguaggio Fun non esistono due semantiche equivalenti.

Insieme delle funzionida X adY

Dati due insiemi X, Y indichiamo con (X — Y') l'insieme di tutte le funzioni da X ad

Y:
(X-=>Y)={f|f:X->Y}

Dove | X — Y| = |Y|X

Curryficazione

La curryficazione, data una funzione, ci permette di passare da:
f(44,..,A,) > B
Ad una forma:
fe(A)) = (Ay — (...(A, = B)...))

Ovvero ci permette di spezzare una funzione con piu parametri in tante funzioni, dette
applicazioni parziali, tutte da un solo parametro.
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Vediamo un esempio di curryficazione con la funzione somma:
sum: Nx N —= N

Quindi una funzione che prende in input due naturali e restituisce un naturale, la sua versione
curryficata sara:

sum, : N - N = N

Ovvero una funzione che prende come argomento un intero a e restituisce una funzione che

prende un intero e gli applica la somma di a.

Quindi ad esempio: sum(3,5) = 8 restituisce subito 8 mentre sum,(3,5) restituisce in un
primo momento una funzione f(z) = x 4+ 3 ovvero una funzione che prende un intero e gli
somma sempre 3, in un secondo momento applica questa funzione a 5 e restituisce 8. La
notazione corretta infatti sarebbe sum,(3)(5)

Curryficazione in Fun

Dato il linguaggio Fun definiamo la contrazione sintattica:
fnxyz9..2, =M=z, = (hzy, = ...(nz, = M)...)

Data dalla curryficazione del primo termine.

Ad esempio prendiamo l'espressione (fn zy = yz)7(fn # = x + 1) che corrisponde a:
(fhz=Mmy=yz)T(fnzx=>2+1)
Verra valutata come 8:

(fhe=hy=yr)ihz=2+1) > (hy=y")(hz=z+1) -8
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